Zero de Funcoes ou Raizes de Equacoes

Um ndmero & é um zero de uma fungéo f(x) ou raiz da equagdo se f(£)=0.

Graficamente os zeros pertencentes ao conjunto dos reais, IR, sdo representados pelas
abscissas dos pontos onde uma curva intercepta o €ixo-x.

Ay

Come obter raizes reais de uma funcao qualquer?

* Achar a raiz de uma funcgéo f(x) significa achar um ndimero & tal que f(§) = 0.

* Algumas func¢Oes podem ter suas raizes calculadas analiticamente, porém outras
sao de dificil solu¢do (fungdes transcendentais, por exemplo) ou de solucdo
desconhecida (polindmios de ordem maior que 4, por exemplo), sendo
necessaria a solucao por métodos numéricos.

* Fases para a solucdo numérica

— Achar um intervalo fechado [a,b] que contenha somente uma solugao
— Refinar a raiz até o grau de exatiddo requerido.

Isolamento da Raiz
Feita através da andlise tedrica e/ou grafica da func¢ao f(x).

Teorema: Se f(x) é continua em [a, b] e se f(a).f(b) < 0, entdo existe pelo menos om
ponto x = & entre a e b que € zero de f(x).

Isolamento de raizes por esboco do grafico
Dada a fungio f(x), o ponto f(§) = 0 é exatamente o ponto onde a fungdo cruza o e€ixo x

Ay

* Caso a fung¢do f(x) seja complexa, podemos tentar escrevé-la na forma
* Supondo f(§) = 0 teremos g(&)—h(E)=0= g(&)=h(&)



* Dessa forma, podemos tracar os graficos das func¢des g(x) e h(x) e o ponto de
intersecdo destes ird nos fornecer a raiz da func¢ao f(x)
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Critérios de parada

Existe vérios tipo de critérios de parada:

Analise do valor da funcao:

|f(x)|<o

Erro absoluto:

x, —x,,|<&

Erro relativo:

Limites do intervalo:

b—a

<d
Método da bissecao

Seja f(x) uma funcdo continua no intervalo [a, b] e f(a)f(b) < 0, dividindo o
intervalo ao meio, obtém-se Xy.
Caso f(x¢) =0, § = X,
Caso contrario,

Se f(a)-f(xg) < 0 entdo a raiz esta no intervalo [a, Xg ]

Se f(x¢)-f(b)< 0 entdo a raiz estd no intervalo [Xq ,b]
Dividi-se novamente o intervalo obtendo x;e assim sucessivamente até a precisio
desejada.



Graficamente
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* Convergéncia

. - b—a
— Chamando os intervalos de ajy, by, az, by,... ,a,, by entdo: b —a, = S
Se bn —a, <&
entao
b—a <e
2n+l

Exemplo: Achar a raiz da equagio f (x) = x> —10 no intervalo [2, 3] com o erro absoluto 6 <0.1
f2)=-2,f3)=17 logo f2)-f3)=-2-17<0
Ee [2:3]

X, =(2+3)/2=25— f(2,5)=5,62

e [2;25]
x,=(2+25)/2=2,25— f(2,25)=1,39

Erro=1x;_x0l =12,25-2,51= 0,25

E e [2;2,25]

x,=(242,25)/2=2]12— f(2,15)=-0,40
Erro=1x,_x;1=12,12-2,25 1= 0,13

£ [2;2,25]

X, =(2,12+2,25)/2=2,18 — f(2,18) =0,46
Erro=1x3_x%,l = 12,18 - 2,121 = 0,06

Tabela Bissecao

X; f(x;) | Erro

2,5 15,62

2,12 1-0,40 | 0,13

i

0 -
112,25]1,39 10,25
2

3

2,18 10,46 | 0,06




Método da Regula Falsi

No método da bissecdo o valor aproximado da raiz em cada iteragdo é a média
aritmética entre os pontos a € b. O método da Regula Falsi (Posi¢ao Falsa) considera a
média aritmética ponderada entre os pontos a e b com pesos If(a)l e If(b)l,
respectivamente.

L Af®)[+Hf (@)
L FB) I+ f(a)l

Como f(a) e f(b) tém sinais opostos,

_a-fB)=b-f()
fb)-f@

Graficamente, o ponto x (aproximagao da raiz) € a interse¢ao entre o €iXo-X € a reta que
passa por (a, f(a)) e (b, f(b))

fx)

Exemplo: Achar a raiz da equagio f(x) = x* =10 no intervalo [2, 3] com o erro absoluto & <0.1
f2)=-2, f(3) = 17
& e [2;3]

22 O=3 /@) _217-3-(D)_,,
f3)-f(2) 17-(=2)

f(2,11) =-0,61

Ee [2,11;3]



_ 211- f(3)=3- f(211) _ 2,11-17-3-(-0,61) _

? f3) - f(2,11) 17 - (=0,61) 214
f(2.14) =-0,2
Erro=x,_x)1=12,14-2,11 | = 0,03
Ee [2,14; 3]
_214-f(3)-3-f214) _21417-3:(-02) _, .
’ f3) - f(2,14) 17 - (=0,2) ’
£(2,15) = -0,06
Erro= | x3_x2l =12,15-2,14 1= 0,01
& e [2,15; 3]
_215-f3)=3-fQ215) _215:17-3-(-006) _,

4

F(3)—=f(2,15) 17 - (=0.06)

Erro=1x4_x3/1=12,15-2,15 1= 0,00 < 0,01

Tabela Regula Falsi
1]x f(x;) | Erro
1/2,11]-0.61 |-
212,14[-0,2 |0,03
312,15 ]-0,06 | 0,01
412.15]-0.06 | <0,01

Método de Newton

e Supondo uma aproximacdo Xo para a raiz de f(x), no ponto (Xo, f(xp)) passa
apenas uma Unica reta tangente, que € a derivada de f(x) em xo. Esta reta
tangente corta o eixo x na coordenada x;,definindo por sua vez, o ponto (xj,
f(x1))

* Por este novo ponto também passa uma tunica reta tangente que corta 0 €ixo x
em X,. Esta nova coordenada define outro ponto (X, f(x2)) que repete todo o
processo

*  Xg,X[,... $20 aproximagoes cada vez melhores para a raiz da funcao.

C NN (€
X, — X, tan(8)

Jique f’(x)=tan(d) podemos concluir

Pela figura temos que tan(6) =



F®) f(zo)

f(z1)

f(ﬁz)

f(a)

+ Convergéncia

— Caso se escolha x, de forma que x, saia do
intervalo [a,b] o método podera nao convergir.

— Caso f'(x) e f"(x) sejam ndo nulas e preservem
o sinal no intervalo e x; seja tal que

f(x,)-f"(x,) >0 aconvergéncia é garantida

Exemplo:
Se  f(x)=x>+In(x)

Entao
f(x)=2x+ 1
X

x0=0,5 (valor inicial préximo a raiz)

Satisfaz também a condi¢cdo £(0,5)- £7(0,5) = —0,44--35=1,54>0

i=05-LW _5 =045
£7(0,5) 3
x2=0,65-L 009 _ 65

9

£7(0,65)



Erro=1x,_x41=10,65-0,65 I < 0,01

Tabela Newton

1]x f(x;) Erro
00,5 |-0,443 -
1]0,65]-8.283x10° | 0,15
210,65 - < 0,01

Integracao Numérica

B Em determinadas situacoes, integrais sao dificeis, ou mesmo impossiveis de se
resolver analiticamente.

B Exemplo: o valor de f(x) é conhecido apenas em alguns pontos, num intervalo
[a, b]. Como ndo se conhece a expressao analitica de f(x), ndo € possivel calcular

b

j £ (x)dx

a

B Forma de obtencdo de uma aproximagdo para a integral de f(x) num intervalo [a,
b] = Métodos Numéricos.

Regra dos Trapézios

B Intervalo [a, b] de grande amplitude.
B Soma da 4rea de n trapézios, cada qual definido pelo seu sub-intervalo.

Xp=a Xp Xy x3 b=xy

B Formula:

J @ = 2 G+ FI 2 L)+ £ )

+...+§[f(xN_l)+f(xN)]

B S6 os termos f(x0) e f(xn) ndo se repetem, assim, esta férmula pode ser
simplificada em:



[ £ Codx = 0 () 4 2LF () + £ (e oot f ()] £ i)}
2

Exemplo: Estimar o valorde 4
[a+x)""ax

0

B Regra dos Trapézios - 2 pontos (x;=0.0 e x;=4.0)
I=(h/2).(yo+y1)=2x(1.00000+0.24254) = 2.48508

B Regra dos Trapézios - 3 pontos (x(=0.0,x; =2.0,x, =4.0)
I=(h/2).(yo+2y1+y2)=1x(1.00000+2x0.44722+ 0.24254) = 2.1369

B Regra dos Trapézios 9 pontos
I:(h/Z).(y()+2y1+2y2+2y3+2y4+2y5+2y6+ZY7+YS) =2.0936

x  y=(1+x2)/2
0.0 1.00000
0.5 0.89445
1.0 0.70711
1.5 0.55475
2.0 0.44722
2.5 0.37138
3.0 0.31623
3.5 0.27473
4.0 0.24254

Formula de Simpson

Origem: Wikipédia, a enciclopédia livre.

Em Calculo Numérico, a Férmula de Simpson (em nome de Thomas Simpson, um
matemadtico inglés) é uma forma de se obter uma aproximacado da integral:

b
flzx)dx

Expressdao da Formula de Simpson

A Férmula de Simpson faz uma aproximagao de f(x) pelo polindmio quadgético P(x)
a

m = —
que admite o mesmo valor de f{(x) em a, b, e no ponto central 2 . Pode-se

utilizar interpolagdo por polindmios de Lagrange para encontrar uma expressao para
essa fungdo polinomial.



(z —a){z—b) (x —a)(z—m)

—m)(a — b) Hf(m) (m — a){m —b) - 1) (b—a)(b—m)

|

a m b
Irl ]

A funcdo f(x) € aproximada pela fun¢do quadrética P(x) (em vermelho).

Segue, através de um cdlculo simples, que:

b P _b—a a-+b
[ f@dr= [ P@ydr = [flfa-}+4f( . )+f|fb)].

O erro na aproximacdo da integral por meio da férmula de Simpson é dado pela
seguinte expressao:

hE'
. GOy

Com h = (b—a)/ 2 e&um nimero entre a e b.

Formula de Simpson

Vemos que a féormula de Simpson fornece uma boa aproximacao se o intervalo de
integracdo [a,b] for pequeno, o que ndo acontece na maior parte do tempo. A solugdo
Obvia € dividir o intervalo de integracdo em intervalos menores, aplicar a féormula de
Simpson para cada um destes e somar os resultados. Deste modo obtemos a férmula de
Simpson:

n E
n_g

[ 1@z~ 2] +2 3 fay) +4 3 fan) + flm)|

ra|d

onde n € o numero de partes em que o intervalo [a,b] foi dividido com n par, h = (b — a)
/ n igual ao comprimento de cada sub-intervalo e x; =a + ih parai =0,1,....n — 1,n, em
particular, xo = a e x,, = b. Alternativamente, pode-se reescrever a expressao da seguinte
forma:

b
[ 7y de = 5[ xn) + 45 @) + 25 (22) + 47 (x5) + A 47 acr) + (1)



O erro maximo associado a formula de Simpson pode ser calculado através de:

h-l_-

(b — ) e
556~ ),

Onde / € o comprimento do "passo”, dado por h = (b — a) / n.

Exemplo: Estimar o valorde 4
[a+x)""ax
0
B Regra de Simpson — (2 subintervalos = 3 pontos) (x(=0.0,x; =2.0,x, =4.0)
I=(h/3).(yo+4y1+y2)=(2/3).(1.00000+4x0.44722+ 0.24254) = 2.021

B Regra de Simpson — (8 subintervalos = 9 pontos)
I:(h/S).(y0+4y1+2y2+4y3+2y4+4y5+2y6+4y7+yg) =2.094

0.5
? -(1.04+ 4-0.89445+ 2- 0.707114 4 - 0.55475+ 2- 0.44722+ 4- 0.37138+ 2- 0.31623+ 4- 0.27473+ 0.24254 = 2.094

x  y=(1+x2)/?
0.0 1.00000
0.5 0.89445
1.0 0.70711
15 0.55475
2.0 0.44722
25 0.37138
3.0 0.31623
3.5 0.27473
4.0 0.24254

B Regra de Simpson — (4 subintervalos = 5 pontos) (xo=0.0,x; =1.0,x, =2.0, x3
=3.0,x4 =4.0)
I=(h/3).(yo+4y1+2y2+4y3+ys) = 2.077

1
g -(1.0+4-0.70711+ 2- 0.44722+ 4 - 0.31623+ 0.24259 = 2.077



