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Capitulo 1

Erros em computagdes numéricas

1.1 Revolucédo da computacao

A opinido geral de cientistas técnicos ou usuarios de computadores stgaele
ante de maquinas capazes de fazer operacdes aritméticas rapidamentgancie
exatiddo. Em parte correta quando comparada ao célculo manual. Rgrlexe
taxas tipicas para multiplicagcdo manual de nimeros s2@¥Enquanto num com-
putador s&o tipicamente maiores qué /Kchegando a 8/s em supercomputa-
dores. Portanto, calculos computacionais superam em varias orderagdéude
os calculos manuais permitindo enfrentar verdadeiros desafios compaiaci®t
para fomentar o efeito psicodélico, em 1 segundo um computador®ds déde
fazer mais célculos (e sem cometer erros grosseiros) que uma pegapariraan-
ualmente em sua vida inteira. Desviando-se do glamour da computaca@pste c
tulo dara bases pra mostrar que resultados de computacdes numéraasseev
vistas com cautela.

1.2 Andalise numérica versus analise matematica

Matematica (especialmente no sentido convencional) e analise numéricandifere
muito quando séo utilizadas. A mateméatica normalmente assume uma represen-
tacdo infinita para nimeros e processos, enquanto computacdes nars&oica-
alizadas em magquinas finitas em tempo finito. A representacéo finita dos simero
em uma maquina produz erros de arredondamento, enquanto a réqrasdimita
de um processo produz erro de truncamento:

Exemplos:

NUmeros:

m=3.1415926535.. (1.1)

% =0.33333.. (1.2)



Processos:

J2f(xdx=lim S f(%)AX (1.3)
|AX| — 0 '
df - Af
G- tim o (52) (1.4)
Ax— 0

Grande parte da matematica é sensivel aos efeitos produzidos pelmdaedo
mento numeérico; esta vulnerabilidade é que os estatisticos chamam de “rRdo é ro
busto”.

Esta diferenca é fundamental, pois somente partes da matematica resistente aos
erros de arredondamentos séo Uteis em matematica aplicada ao mundo real.

Significados diferentes surgem para as mesmas palavras. A expessside
um polinbmio pode ter varios significados em computag¢éo e um Unico sigwificad
em matematica (ver [1] sec 1.10).

A matematica lida preferencialmente com teoremas exatos e precisos; analise
numeérica usa muitos métodos heuristicos. A existéncia de um teorema néo é su-
ficiente em célculos computacionais. Estas diferencas sdo muitas vaassesér
conduzem a grandes desentendimentos.

1.3 Anadlise de erros

Resultados exatos dos calculos sdo um supremo ideal em analise nu@adta.
tipos de erro afetam a exatidao dos calculos [2]: erros de modelo,deraesdos,
erros de algoritmos e erros de arredondamento. A maioria da literatura era ling
inglesa faz classificacdo diferente. Estes erros ndo sao consegllmequivocos
ou decisOes precipitadas. Diferente, por exemplo, de erros de pragia, eles
sdo inevitaveis. Em muitos casos eles podem ser antecipados, e reqtasidesn
exatiddo podem ser impostos, i.e., eles podem ser controlados para gezneam
abaixo de certos limites de erros. Os limites de erro sao parte da espeoificaca
problema numeérico:

|Erros do modelo + erros dos dados + erros de algoritmos + erro deadatentp
< tolerancia

Todos os erros relevantes tém que ser identificados e seus efeitesultesdos
numéricos devem ser avaliados. Nas secdes seguintes 0s quatro tipas déie
caracterizados.



1.3.1 Erros de modelo

Em qualquer processo de modelagem, varias grandezas sédo deapré&xanodelo
resultante é uma abstracdo da realidade e varios modelos podem ser stilizado
O desvio inevitavel entre 0 modelo e o objeto modelado € denotado por erro de
modelagem. E necessério estimar a magnitude dos efeitos dos erros de grodelag
para garantir os requisitos de tolerancia de erro. Normalmente tais estinmgiivas
sdo obtidas pois os fatores envolvidos sdo desconhecidos e ndo qadosfi

1.3.2 Erros de dados

Geralmente modelos ndo sdo para uma aplicacdo especifica, mas para sena clas
de aplicacdes similares. Uma instancia é identificada por valores de paimetro
do modelo. Por exemplo, o comprimentam deslocamento angular inici@le a
constante gravitaciongl (que depende da localizacdo geografica) sdo parametros
do modelo matematico do péndulo simples. Devido a medi¢des inexatas e outros
fatores, os valores usados para parametros do modelo diferem dal@odvalor
(normalmente desconhecido); isto é chamado de erro de dados. Os ing@gtos
erros de dados sao objetos de analise.

1.3.3 Erros de algoritmo

Quando um problema matemético ndo pode ser resolvido analiticamente usando
manipula¢des algébricas, entdo pode ser tentada uma solugéo por algariérco.
No desenvolvimento de algoritmos numéricos sao feitas simplificacbes antes que
uma formulacdao finita do problema possa ser obtida para que o esforcateemp
cional requerido seja reduzido a um nivel razoavel. O desvio resuttastesul-
tados obtidos pelo algoritmo dos da solucéo do problema matematico é denotado
por erro de algoritmo.

Exemplo:

A solucao do sistema de equacgdes

Ax=b, AcR™  DbxecR"

requer um esforco computacional proporcionafaSe uma solucéo aproximada
X satisfazendo
||AX—Db|| < €

é suficiente, o custo computacional pode ser reduzido significativan8ariendo
possui estrutura especial, entdo somente

ka Vi ML A a7

multiplicagcbes matriz-vetor sdo necessarias para solucéo iterativa [4Jum@ra
Ko € 0 nimero condicao euclidiano da matriz A (ver secao 13.8 [2]).



1.3.4 Erro de truncamento

Algoritmos numeéricos implantados em um computador podem somente realizar
uma sequéncia finita de opera¢fes aritméticas (adicdo, subtracdo, muliplicac
divisdo e logicas). Para calcular fungbes predefingiiasexp, In, ... somente
uma sequéncia finita de operacgdes aritméticas sdo executados pelo compitad
erro devido a troca de um processo infinito por uma sequéncia finita decope
aritméticas € chamado de erro de truncamento.

Exemplo:

A troca da série infinita da exponencial

e?‘ Y Xk ( ) n Xk
=Y — com BX=§ —
k;) k! : k;) k!

produz um erro de truncamento
&runc(X) := Pa(X) — cos(x)

gue cresce com a distancia entre zero.

1.3.5 Erros de discretizaracéo

O erro resultante de uma troca de informacgdo continua por informacaetdiscr
num processo de amostragem, é referido como erro de discretizacios siur
tores estendem o termo erro de truncamento para incluir o erro de disgéietiza
Exemplo
O calculo de uma integral definida

I:/:f(x)dx

sdo aproximados por somas finitas envolvendo uma malha de poat@sb|, i =
1,2,---n que pertencem ao conjunto de niameros de pontos flutuantes e as corre-
spondentes avaliacdes aproximadas das fun¢des),--- f(x,)}. Os erros de
arredondamento comprometem a exatiddo dos resultados quando tenta-se min
mizar os erros de truncamento refinando-se a malha de discretizacéo.

1.3.6 Erros de arredondamento

Um computador fornece somente um conjunto finito de nimeros: inteiromyerad

de ponto-flutuante com mantissa de comprimento fixo. Desta forma as operacd
feitas num programa de computador ndo sdo geralmente executadas ai@tame
Cada passo mapeia seu resultado em um dos nimeros de ponto-flutyzonésdis,
normalmente o mias proximo. A diferencga entre o resultado exato e o resultado
arredondado de uma operacao a chamado de erro de arredondanefaibo dos

erros de arredondamento acumulados sobre o resultado final do metagmdi-
macao é chamado de efeito de erro de arredondamento.
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1.3.7 Estudo de caso

E interessante ilustrar diferentes tipos de erro mais explicitamente. Supae@ha q
nés queremos computd(x) para um dadox real. No céalculo pratica é aprox-
imado porx pois o computador tem uma palavra finita. A diferenca ejxirex|

é o erro inicial enquantog; = f(X) — f(x) é o erro propagad@orrespondente.
Normalmentef é trocado por uma fungéo mais simplas(freqiientemente uma
série de poténcia truncada). A diferemga= f1(X) — f(X) é oerro de truncamento

Os calculos sao feitos por um computador, portanto ndo sao exatosalidade
calculamosf,(X) no lugar defi(X), o qual € um valor calculado errado de uma
funcéo errada com argumento errado. A difereaga fo(X) — f1(X) € o erro de
arredondamento propagadd erro total & = fo(X) — f(X) = &1+ &2+ €3.

Exemplo: Calculae'/? fazendo todos os célculos com 4 decima@@bg. Os
calculos foram feitas com uma calculadora)

g = e23338_el/3 — _ 0.000465196

parax = 0.3333
&= f(X)— f(X)=— <0'3:'335 + 0'3;336 +- ) = —0.0000362750

f2(X) = 14-0.3333+ 0.0555+ 0.0062+ 0.0005= 1.3955
f1(X) = 1.3955296304btidos com 10 decimais
g3 = —0.0000296304
£ =1.3955— '3 = g5+ g3+ £3 = —0.0001124250

1.4 Propagacéo de erros

Os erros sdo definidos como absoluto e relativox 8& nlimero exato 8 uma
aproximacéao, entdo temos:

Erroabsoluto: €= |x—X|, e

X
X_f
X

)

. £
Errordativo: ‘;‘ =




Um numero decimal é arredondado na positdesprezando-se todos os digi-
tos a direita desta posicao. O digito na posig&adeixado inalterado ou acrescido
de uma unidade se o digito da posi¢gée 1 € um nimero menor que 5 ou maior
gue 5. Se o numero na posigae 1 for igual a 5, o digito na posicaoé acrescido
de uma unidade se ele for par e é deixado inalterado se for impar ( a maga p
ser o contrario: o digito na posic¢éice acrescido de uma unidade se ele for impar
e é deixado inalterado se for par ) . Freqgientemente é feito o truncameato pa
decimais onde todos os digitos além da posi¢do n sdo simplesmente desprezado

Exemplo:

3.1415926535
Arredondamento:

3.14 (2d)

3.141 (3d)

3.1416 (4d)

3.1415927 (7d)

onde (nd) = nimero de casas decimais.

Nés podemos dizer de forma simpléria que digitos significativos sdo aqueles
gue tém informagao sobre a dimens&o do numero sem contar com a parierexp
cial. Naturalmente um digitd localizado mais a esquerda tem mais informacao
do que um mais a direita. Quando um namero € escrito com somente seus digitos
significativos estes formam uma cadeia de simbolos que comeca com o primeiro
digito diferente de zero. Portanto se a parte fracionaria termina com udrios v
zeros, eles sao significativos por definicdo. Se o nimero € inteiro e tecorima
zeros, somente com o0 conhecimento da situacao € que podemos decidirss®ele
significativos ou ndo. Por exemplo, 8630574 escrito com 4 digitos siginifisa@
8630000.

Em muitos casos nos estimamos o erro de uma fu¢&ox,,... ,X,) com
erros individuais nas variave{g;, Xo, ..., Xn) conhecidos. Nds encontramos direta-

mente que

of of of
Af=—A —AN et —A
% X1 + 9% Xo+---+ % Xn

onde os termos de ordem superior foram desprezados. O erro maxawdo @ar

of of of
Af|=|=—]|A 2 D% 4+ | ] |A
1] = | [l 5 1l - 5 1

O limite superior do erro é geralmente bastante pessimista, em computacdes prati-
cas o0s erros tém uma tendéncia a cancelar. Por exemplo, se 20000 ngéteros
arredondados com quatro casa decimais e adicionados, o0 erro maximo é

1
5 X 10% x 20000= 1



1.4.1 Aritmética intervalar

O célculo de erro de arredondamento estimado por aproximagao de primeira o
dem, descrito no final da indroducao da secado 1.4 acima, séo inviavaisgram
utilizados em métodos numéricos tipicos onde o niumero de operacdes aritméticas
€ muito grande para permitir uma estimativa satisfatoria do efeito total de todos os
erros de arredondamentos.

A aritmética intervalar € uma alternativa para determinar limites para o erro
absoluto de um algoritmo, considerando todos erros de dados e atasd@mo.
A aritmética intervalar faz célculos sistematicos através de interjsdles|x, X]
limitados de numeros de maquinasx € IF, em vez de nimeros reais simples
As operacdes aritméticas, —, x, = sao definidas através de intervalos. Al-
goritmos intervalares sao implementados em computadores produzindodesulta
intervalares garantidos conterem a solucéo desejada.

A aritmética intervalar deve ser usada com bastante senso critico, caso con
trario os resultados confiaveis de limites de erro serdo, na maioria das NeE®
pessimisticos.

Exemplo:

Calculey = x3 — 3x? + 3x para[x] = [0.9,1.1] ?

Pelo esquema de Horner

y=((x—3)x+3)x

[y] = [0.62091.4197 (muito largo)

usando

y=1+(x—3)?

[y] =[0.99891.0011 (resultado 6timo)

Para o sucesso da aplicacdo da aritmética intervalar é necessaricotlesenv
novos algoritmos que produzam limites de erros aceitaveis. Um tratamento mais
profundo da aritmética intervalar pode ser visto em Moore [5], Alefele [&llish
[7] (para iclusdo dos arredontadmenos direcionados da aritmética ttefhan-
ante).

1.4.2 Estimativa estatistica de erros de arredondamento

Para obtencéo de estimativas estatisticas de erros de arredondamémto(vela
Rademacher [8]) que é causado por uma operacdo elementar, sdizglosssao
considerados uma variavel aleatoria no interyaleps, eps| onde|e| < eps. Alem
disso assume-se que 0s erros de arredondamento atribuidos aepdifgentes
séo variaveis independentes. pre o2 denota-se o valor esperado e variancia da
distribuicao do arredondamento. Eles satisfazem as seguintes relacdiss g

07 =E(e —E(¢))* = E(e?) — ((E(€))* = ez — HE



Assumindo uma distribui¢cdo uniforme no intervéleeps, /eps|, obtém-se

: 2 2 1 /5 1 )

U :=E(e) =0, 02=E(?) = 2eps/epst dt = 3eps2 =€ (1.5)
Exames rigorosos mostram que a distribuicdo de arredondamento nao é muito

uniforme (ver Sterbenz [9]). Deve-se ter em mente que o padrao ideaird

de arredondamento é somente uma aproximacao do padréo observailowdasc

computacionais, assim os as estimativagide g2 devem ser determinadas em-

piricamente. Os resultados x dos algoritmos estando sujeitos a errosatEndae

mento aleatérios tornam-se variarieis aleatérias com valor espgyadeariancia

o? satisfazendo a mesma relagéo basica

o7 = E(x—E(X))*=E(¢) ~ (E(X))* = te — 1

Os efeitos da propagacéo de erros de arredondamento das op&lagientares
sdo descritas pelas seguintes formulas para variaveis aleatorias ibeieigsa y
e constantes, B € R:

Hax+py = E(ax=+By) = aE(x) = BE(y) = aIJXiBUy
Oayipy = E((ax£BY)?) — (E(ax+ By))? (1.6)
= a’E(x—E(x))?+ B*E(y— E(y))? = a’0f + B*0y

A primeira férmula acima resulta da lineridade do valor esperado. Ela é valida
para variaveis aleatdrias y. A segunda formula segue da rela¢goy) = E(X) -
E(y), que é satisfeita seey séo independentes. Assim

Hxxy = E(X X y) = E(X)E(y) = HxHy
0%y = E(Xxy —E(X)E(Y))? = Hekye — HZHS (1.7)
= 0707 + U0y + Lo
Alem disso os valores esperadpg sdo trocados por valores estimados
variancias relativas? = 02/ 2 ~ a2 /x* séo considerados, entdo de (1.6) e (1.7):

z=x+youz=x-y: & = (%)%l + (%)% +¢?
Z=XXyoUz=X=Yy: € =g+ +¢e

Os limites de erros para o resultado finale uma computacdo numérica sado
obtidos da variancia relati&f, assumindo que o erro final tem distribuicdo normal.
Esta suposicao é justificada uma vez as distribui¢cdes dos erros propagadem
a ser normal se sujeitas as muitas operacoes elementares. Supondtadaésal
ser normal, o erro relativo do resultado fin& limitado com probabilidade 0.9 por
2&



1.5 Padronizacao do sistema de numeros de ponto flutu-
ante

Padrdes internacionais séo desenvolvidos pelo ISO (Internationaabtizration
Organization) com suas organizacdes nacionais afiliadas de pad@mi@eBNT

- Associacao Brasileira de Normas Técnicas, Av. 13 de Mdiol3) 28 an-
dar CEP 20003-900 - Rio de Janeiro-RJ- Brazil, E-mail: abnt@abnt.pkyddy:
http://www.abnt.org.br/ , Tel +55 11 30 17 36 00, Fax +55 11 30 17 36 33pn. U
caso especial € o campo da engenharia elétrica e eletrénica, na gadl@ssséo
desenvolvidos pela IEC (International Electrotecnical Commission).

Nos anos 70 tentou-se desenvolver padrées para a aritmética de pratotéu
binaria para microcomputadores. Um dos principais objetivos era tamwgngmas
mias portaveis para que técnicas de programacéao particulares usealasiza
erros de arredondamento excecoes (e.g. , overflow de expoergssht efetivas
pra arquiteturas de computadores diferentes .

Apbs lenta negociacdo, a sociedade americana de computadores HeEE (I
stitute of Electrical and Eletronics Engineers) adota o padrdo IEE 783%;1®
padrdo para a aritmética de ponto flutuante binaria (abreviadamente EBE-7
Em 1984 o IEC decide considerar este padrao nacional um padraaaicitaral
, IEC 559:1989 da aritmética de ponto flutuante para sistemas de microcomputa-
dores. O padréo relacionado IEEE 854-1987 generaliza 754 plaia tamto dec-
imal como binario.

1.5.1 Parametros de um sistema de namero de ponto-flutuante

Quatro parametros e um valor booleano:
1. Baseb>2
2. Precisdop > 2
3. menor expoentegy,n < 0
4. maior expoenteeyay < 0
5. indicador de normalizacdanorme booleano

caracterizam cada sistema de numeros IEEE/IEC

dnorm | = true caso o sitema contenha niumeros denormalizados (sub-normal)
= falsepara o sistema normalizado

A notagdo de um sistema de ponto flutuante é

F(ba P; €min, €max, dnorm)
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gue satisfaz as seguintes relacdes
]F(bv pa Q’T‘Iina Q"nax,true) = ]FN(bv pv emin»&nax) UFD(b? p; eminaa“nax)
IF(b, p, €min, Emax, false) = Fn(b, p, émin, Emax)-

Exemplo (Intel) - De acordo com a norma IEC/IEEE os sistemas de numeracéo
utilizados nos microprocessadores Intel B2 24, —125 128 true) eF (2,53, —1021, 1024 true)
para precisado simples e precisédo dupla. Microprocessadores Intetdéisdo es-
tendidalF (2,64, —1638116384true).

Exemplo(IBM System/390) - Fornece trés sistemas de numeracado hexadecimal
F(16,6,—64,63, false) parashort precisionF (16,14, —64,63, false) para long
precisione F (16,28 —64, 63, false) paraextended precison

Exemplo(Cray) - Fornece dois sistemas de numeradi{@y48, —16384 8191 false)
elF(2,96,-163848191 false).

Exemplo (Calculadoras) Calculadoras cientificas sdo normalmente fornecidas
com um Unico sistema de numerad&d0, 10, —98 100 false). Algumas trabal-
ham com maior preciséo interna enquanto exibem somente dez casas decimais

1.6 Programas de preci¢cao multipla

Em certas aplicacdes o sistema de ponto flutuante fornecido pelo comptatador
precisdo ou intervalo insuficiente. Se os calculos sdo feitos em pregisdles
entao se usa precisdo dupla para tentar remediar dificuldades e, sassimlaa
precisdo dupla é insuficiente, tenta-se a preciséo estendida. Contadsteate-

gia prejudica a portabilidade dos programas, pois poucos sistemas detaompu
dores fornecem mais que dois niveis de precisdo. Além disso, estagiatéatie

uso limitado: existem raramente quatro niveis, entdo o nivel de precisém@ode
ser adaptado aos requisitos de uma aplicacdo particular. Uma solucao él® us
um software de precisdo mdultipla (Maple, Matlab, etc.) , que permite aumentar a
precisao independente da arquitetura.

Estes softwares permitem uma escolha flexivel da precisdo e/ou intervaksasgo
dos nameros de ponto flutuante. A desvantagem mais séria das implemedtacdes
sistemas de numeracao via software comparada a hardware € o tempoegsgroc
mento (crescimento em tempo de execucédo por um fator > 100 [10]

1.7 Ainfluéncia da aritmética do ponto flutuante

Os problemas com o uso da aritmética de ponto flutuante séo fartamente discutido
na literatura, o artigo [11] é classico. A seguir veremos alguns case@soseldos.

Para resolver um sistema de equagdes na linear, a fdndgdb— R" deve ser
implementada na forma de um (sub)programa. Entéo os zeros da implementacao
f : F" — F" sdo determinados, em vez da funcdo matematicamente definida

11



O termozero perde seu significado comum mesmo no caso de fungbes de uma
variavel(n = 1) porque a equagéo

f(x)=0 comf:F—TF

pode ter varias solu¢des (zeros) ou nenhuma solugédo na vizinhanga zieral
isolado da funcéo original.

Exemplo (sem zeros [3], pag. 279)

A funcao

f(x) =3+ %In(n—x)erl (1.8)

Tem duas raizes no intervdl®@14, 3.15; & € [3.14, 11 e & € [11,3.15]. Estes
zeros ndo podem ser determinados numericamente, desde que

f(x)>0

Para todox € F(2,53,—1021 1024 true) para a qual 1.8 pode se calculado. Os
dois zeros dd,

X; ~ m—10"%*" ex} ~ m4 10547

estdo localizados muito préximos dee f(x) < 0 é valido somente no intervalo
localizado entre dois niimeros de maquina. A implementéc@b— F n&o possuli
zeros (ver figura 1.1).

Exemplo (grande nimero de zeros [3], pag. 279)

O polinbmio

Pr(x) = x" — 7x® + 2% — 35¢* + 35 — 212 + Tx— 1=
= ((((x=7) + 21)x— 35)x+ 35)x — 21)x+ 7)x — 1 = (x— 1)’

tem somente um zero eri = 1. A implementacdo dé; : F — F usando o es-
qguema de Horner tem milhares de zeros na vizinhanca €€l [célculo com
[F(2,24,—125128true), i.e., com uma aritmética de preciséo simples IEC/IEEE];
parax > 1 existem milhares de pontos com valoFes< 0, embora® > 0 nesta
regido e, similarmente, para< 1 existem milhares de pontos com valoRes> 0,
embora®; < 0 nesta regido. A fenémeno @aos surge do cancelamento dos digi-
tos mais significativos (ver figura 4.10 e 4.11 [2], pag 145).

Exemplo (solucéo do sistema linear inspirado em [3], pag. 233)

8 3 0 11
7 8 3 18
7 8 3 18
A= eb=
7 8 3 18
0 7 8 15

12



I = 1 2
Avaliagdo da fungdo: F(x):= 3x2 + — ln(x— rc) +1
4

™
f(x) :==Re(F(x)) parte real da avaliagdo da fungao

x:=3.14003.1401.3.1500 intervalo do eixo-x

32

f(x) 31.5

31

1 1 1
3.14 3.141 3.142 3.143 3.144

X

Figura 1.1: Planilha do software matematico Mathcad usada para tracdioco gra
da fung&of (x) = 3x* + LIn(m—x)?+ 1. A fungdo n&o tem zeros quando numeri-
camente calculado coif(2,53,—1021 1024 true) (analiticamente tem dois)

A figura 1.2 mostra uma planilha Mathcad para resolugéo do sistema linear
A -x =b. Embora o residual seja praticamente zero para todos as componentes do
vetor solucéo, temos um resultado numericamente insatisfatorio:
1
1
1
X = - | =solugéo EXATA!

1
1

Obs. A funcgéoverifylss do Matlab Intlab toolbox produziu os resultados de
acordo.

Exemplo (avaliagcdo de fun¢éo)

Abaixo vamos avaliar a fungaf(x,y) = 33375x Y0 + X% (11xx2 xy? —y0 —
121xy* — 2) +5.5%y2 +x/(2*y) usando o Maple com precis&o variada. A figura
1.3 mostra a planilha Maple onde s6 a partir de 37 digitos é que os resultados
apresentados sdo numericamente validos.
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Solugdo do sistema usando a fungao Isolve :

xi=Isolve(A,b) Residuo:
0 0 0 0

o] 1 68 1 84 1.1 84 0
1] 1 69 1 85 0.828 85 0
2] 1 70 1 86 1.202 86 0
3| 1 71 1 87 0.862 87 0
4] 1 72| 1.001 88 0.896 88 0
5[ 1 73] 0.999 89 1598 89 0
6] 1 74| 1.001 ) -0.353 ) 0

x=[7|1 x=|75 1 x=(91 3213| Ax-b=|91 0
8| 1 76| 0.999 92 1.744 92 0
9] 1 77| 1.004 93 3.154 93 0
10[ 1 78] 0.991 94 1.66 94 0
1] 1 79| 1.013 95 -5.786 95 0
12] 1 80| 0.985 96|  17.555 96 0
13] 1 81| 1.008 97| 27313 97 -3.553-10 15
14 1 82| 1.012 o8| 37.873 98] 7.105-10-15
15] 1 83| 0.948 99| -31.264 99| -2.132-10 14

Figura 1.2: Software matemético Mathcad usado na solu¢ao do sistema linear

>fi=(x,y)->333.75*%y 6+x"2* (11*x" 2%y 2-y*6-121*y~4-2)+5.5*y"8+x/ (2*y) :
>y:=33096: x:=77617:
>Digits=10:
>£(x,y);
-298.82739605994682136814116509547982

>Digits:=20:
>£(x,y);
0.10000000000000000117 10'8

>Digits:=30:
>£(x,y);
0.100000011726039400531786318588 10°

40:

>Digits:
>£(x,y);
-0.827396059946821368141165095479816291999

>Digits:=37:
f(x,y);
-0.827396059946821368141165095479816292

>Digits:=36:
f(x,y);

21.1726039400531786318588349045201837
>Digits:=35:
f(x,y);

-298.82739605994682136814116509547982

Figura 1.3: Software matemético Maple usado na avalia¢éo da furgay =
33375 Y0+ X% (115 X2 y? —yP — 1215 y* — 2) + 55xy8 4 x/(2xY)
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